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Bevezetés
A disszertáció célja, hogy kapcsolatokat mutasson be a matematika két látszólag távoli ága,
a halmazelmélet és az analízis között. Az első fejezetben ez a kapcsolat még klasszikus, hi-
szen a fejezet témája a leíró halmazelmélet, amely halmazelmélet és az analízis határterüle-
te. Azonban a második fejezetben már számos újszerű kapcsolatot mutatunk be. Néhány-
szor Hausdorff-mértékekről szóló kérdésekről derül ki, hogy függetlenek a matematika szoká-
sos Zermelo–Fraenkel-axiómarendszerétől (ZFC), máskor Hausdorff-mértékekről szóló kérdések
megoldása igényel halmazelméleti technikákat, egy esetben pedig egy halmazelméleti problémát
oldunk meg Hausdorff-mértékek segítségével.
A fejezetek, definíciók és tételek számozása követi a disszertációbeli számozást.
Jelölések és alapfogalmak
Legyen X = (X, τ) = (X, τ(X)) egy lengyel tér, azaz egy szeparábilis topologikus tér, melynek
topológiája teljes metrikával indukálható. Definiáljuk transzfinit rekurzióval X részhalmazainak
ξ-ik additív, multiplikatív és ambigus Borel-osztályait a következőképpen.
Σ01(X) = τ = a nyílt halmazok rendszere,
ξ ≥ 1 esetén
Π0ξ(X) = {X \H : H ∈ Σ0ξ(X)},
ξ > 1 esetén
Σ0ξ(X) = {∪∞i=1Hi : ∀i Hi ∈ ∪η<ξΠ0η(X)}.
Végül, ξ ≥ 1 esetén
∆0ξ(X) = Σ
0
ξ(X) ∩Π0ξ(X).
Ha nem vezet félreértéshez, az X-et elhagyjuk a jelölésből. Jól ismert, hogy ez a hierar-
chia, melyet Borel-hierarchiának neveznek, ω1 lépésben stabilizálódik: Σ0ω1(X) = Π
0
ω1
(X) =
a Borel-halmazok osztálya.
Például, A ∈∆02 pontosan akkor, ha A egyszerre Fσ (zárt halmazok egy sorozatának uniója)
és Gδ (nyílt halmazok egy sorozatának metszete).
Térjünk most rá a Borel-függvényekre. Egy f : X → R függvény esetén legyen f ∈ B0(X) ha
f folytonos, és ξ > 1 esetén legyen f ∈ Bξ(X) ha létezik (fi)∞i=1 ⊂ ∪η<ξBη(X) amely pontonként
konvergál f -hez. Ebben az esetben f -et Baire ξ függvénynek nevezzük. Ha nem vezet félreér-
téshez, az X-et elhagyjuk a jelölésből. Ismert, hogy ez a hierarchia, melyet Baire-hierarchiának
neveznek, ω1 lépésben stabilizálódik: Bω1 = a Borel-mérhető függvények osztálya.
Egy f : X → R és c ∈ R esetén legyen {f < c} = {x ∈ X : f(x) < c}. Hasonlóan használjuk
a {f > c}, {f ≤ c}, {f ≥ c}, {f = c} and {f 6= c} jelöléseket is. Ismert, hogy f pontosan akkor
Baire ξ, ha minden nyílt halmaz ősképe Σ0ξ+1-beli, ekvivalensen, ha {f < c} és {f > c} Σ0ξ+1-beli
minden c ∈ R-re.
Speciálisan, f Baire 1 pontosan akkor, ha folytonos függvények pontonkénti limesze, ekviva-
lensen, ha minden nyílt halmaz ősképe Σ02-beli, ekvivalensen, ha {f < c} és {f > c} Σ02-beli
minden c ∈ R-re. Ebből könnyen látható, hogy egy χA karakterisztikus függvény pontosan akkor
Baire 1, ha A ∈∆02.
Egy halmaz analitikus, ha egy lengyel tér egy Borel-részhalmazának folytonos képe, és ko-
analitikus, ha komplementere analitikus. Egy halmaz univerzálisan mérhető, ha mérhető minden
valószínűségi Borel-mérték teljessé tételére nézve. Ismert, hogy az analitikus és a koanalitikus
halmazok univerzálisan mérhetőek.
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Rögzítsünk most egy d kompatibilis teljes metrikát X-en. Jelölje K(X) az X tér nemüres
kompakt részhalmazainak rendszerét, és lássuk ezt el a Hausdorff-metrikával, azazK1, K2 ∈ K(X)
esetén legyen
dH(K1, K2) = inf{ε : K1 ⊂ Uε(K2), K2 ⊂ Uε(K1)},
ahol Uε(H) = {x ∈ X : ∃y ∈ H d(x, y) < ε}. Ismert, hogy ha X lengyel, akkor K(X) is az,
valamint, hogy X kompaktsága ekvivalens K(X) kompaktságával.
Egy H halmaz esetén jelölje H, |H|, valamint Hc a H halmaz lezártját, számosságát, valamint
komplementerét. Ahogy a halmazelméletben szokásos, a rendszámokat azonosítjuk a kisebb
rendszámok halmazával, speciálisan 2 = {0, 1}. A kontinuum számosságot 2ω-val vagy c-vel
jelöljük.
Legyen I egy σ-ideál egy X lengyel téren, azaz X részhalmazainak egy nemüres rendszere,
amely zárt a részhalmazképzésre és a megszámlálható unióra, valamint nem tartalmazza X-et. A
két legfontosabb példa N , a Lebesgue-null halmazok rendszere, ésM, az első kategóriájú halma-
zok rendszere (egy halmaz sehol sem sűrű, ha nem sűrű egyetlen nemüres nyílt halmazban sem,
és első kategóriájú, ha előáll sehol sem sűrű halmazok egy sorozatának uniójaként). Definiáljuk
egy I σ-ideál négy legfontosabb számosságinvariánsát a következőképpen:
add(I) = min{|A| : A ⊂ I,⋃A /∈ I},
cov(I) = min{|A| : A ⊂ I,⋃A = X},
non(I) = min{|H| : H ⊂ X,H /∈ I},
cof(I) = min{|A| : A ⊂ I, ∀I ∈ I ∃A ∈ A, I ⊂ A}.
Ezeket I additivitásának, fedési számának, uniformitásának és kofinalitásának nevezzük.
A A ⊂ Rn halmaz r-dimenziós Hausdorff-mértékét a következőképpen definiáljuk:
Hr(A) = lim
δ→0+
Hrδ(A), ahol
Hrδ(A) = inf
{ ∞∑
k=0
(diam(Ak))
r : A ⊂
∞⋃
k=0
Ak, ∀k diam(Ak) ≤ δ
}
.
Egy A halmaz Hausdorff-dimenziója
dimH(A) = inf{r : Hr(A) = 0}.
Ha g : [0,∞)→ [0,∞) egy nemcsökkenő függvény, melyre g(0) = 0, akkor a g súlyfüggvényhez
tartozó általánosított Hausdorff-mértéket úgy definiáljuk, hogy a fenti képletben (diam(Ak))r-t
g(diam(Ak))-val helyettesítjük. Ezt a mértéket Hg-vel jelöljük.
Egy halmaz perfekt, ha zárt és nincs izolált pontja. Lengyel terekben a nemüres perfekt
halmazok kontinuum számosságúak.
1. Leíró halmazelmélet
1.1. Baire 1 függvények lineárisan rendezett családjai
Legyen F(X) egy X lengyel téren definiált valós értékű függvények egy osztálya, például C(X),
a folytonos függvények halmaza. Ezen a függvénytéren a természetes parciális rendezés a <p
pontonkénti rendezés, azaz f <p g pontosan akkor, ha f(x) ≤ g(x) minden x ∈ X -re, és
f(x) < g(x) legalább egy x ∈ X-re. Ennek a részbenrendezett halmaznak a szerkezete sok
érdekes információt hordoz a függvények tulajdonságairól, ezért nagyon sokat vizsgált objektum.
Egy részbenrendezett halmaz struktúrájának megértéséhez a legelső lépés a lineárisan rendezett
részek rendtípusainak megértése.
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Legyen például X = [0, 1] és F(X) = C([0, 1]). Jól ismert, hogy ekkor a lineárisan rendezett
részek lehetséges rendtípusai pontosan a valós rendtípusok (azaz R részhalmazainak rendtípu-
sai). Valóban, a valós rendtípusokat már konstans függvényekkel is megvalósíthatjuk, és ha
L ⊂ C([0, 1]) egy lineárisan rendezett függvénycsalád, akkor (a folytonosság miatt) az f 7→ ∫ 1
0
f
leképezés szigorúan monoton módon képezi L-et a valós számokba.
A következő természetes kérdés a Lebesgue-mérhető függvények osztálya. Azonban könnyű
látni, hogy a mérhetőség nem jelent valódi megszorítást. Valóban, legyen L egy lineárisan ren-
dezett függvénycsalád tetszőleges függvényekből, ϕ : R → R pedig egy leképezés, ami a Cantor-
halmazt ráképezi R-re, és 0 a Cantor-halmazon kívül, ekkor f 7→ f ◦ ϕ egy szigorúan monoton
leképezése L-nek a Lebesgue-mérhető függvények osztályába.
Ezért a jó kérdés a Borel-mérhető függvények osztálya. Azonban Komjáth P. [35] megmutatta,
hogy független ZFC-től, hogy van-e Borel-mérhető függvényekből álló ω2 típusú sorozat.
Ezért tehát a Borel-mérhető függvények alosztályaira kell szorítkoznunk, tekintsük tehát a
Baire-hierarchiát. Komjáth valójában azt bizonyította, hogy a fenti eredményében Borel-mérhető
helyett Baire 2-t is mondhatunk, így az egyetlen nyitva maradt kérdés a Baire 1 eset. Itt megje-
gyeznénk, hogy a Baire 1 függvények központi szerepet játszanak a matematika számos ágában,
melyek közül is kiemelkedik a Banach-terek elmélete, lásd pl. [1, 30].
A 70-es években vetette fel Laczkovich M. [38] a következő problémát:
1.1.1. Probléma. Karakterizáljuk (B1(X), <p) lineárisan rendezett részeinek lehetséges rendtí-
pusait!
Használni fogjuk a következő jelöléseket:
1.1.2.Definíció. Legyenek (P,<P ) és (Q,<Q) részbenrendezett halmazok. Azt mondjuk, hogy
P beágyazható Q-ba, ha létezik egy Φ : P → Q leképezés úgy, hogy p, q ∈ P , p <P q esetén
Φ(p) <Q Φ(q). Ezt (P,<P ) ↪→ (Q,<Q)-val jelöljük. (Megjegyezzük, hogy egy beágyazás nem
feltétlenül injektív, azonban egy lineárisan rendezett halmaz beágyazása szükségképpen injektív,
azaz rendezés-izomorfizmus.) Ha (L,<L) egy lineáris rendezés, és (L,<L) ↪→ (Q,<Q), akkor azt
is mondjuk, hogy L reprezentálható Q-ban.
Valahányszor (P,<P ) rendezése világos a kontextusból, egyszerűen csak P -t írunk. Emellett,
haQ-t nem adjuk meg konkrétan, a „reprezentálható” szó azt fogja jelenteni, hogy reprezentálható
Q = B1(X)-ben.
Az első eredmény, ami kapcsolódik Laczkovich problémájához, K. Kuratowski egy ősrégi
tétele. Azt mutatta meg, hogy ω1, ω∗1 6↪→ B1(X), azaz nincsenek ω1 típusú szigorúan növő, illetve
szigorúan fogyó Baire 1 függvényekből álló sorozatok [37, §24. III.2.].
Hihetőnek tűnt az a sejtés, hogy ez az egyetlen megkötés, azaz minden lineáris rendezés,
amely nem tartalmaz ω1 és ω∗1 típusú részt, reprezentálható B1(R)-ben. Először, Gerlits J. és
Petruska Gy. egy kérdésére válaszolva Komjáth P. [35] konzisztens ellenpéldát adott erre a sejtésre,
hiszen megmutatta, hogy Szuszlin-egyenes nem reprezentálható B1(R)-ben. (Szuszlin-egyenesnek
olyan nemszeparábilis rendezett halmazt nevezünk, amely nem tartalmaz diszjunkt nemelfajuló
intervallumokból álló megszámlálhatónál nagyobb rendszert. Szuszlin-egyenes létezése független
ZFC-től.) Komjáth rövid és elegáns bizonyítása forszolást használ, ami a halmazelmélet egy
nagyon kevesek által értett technikája. Ezért Laczkovich felvetette, hogy van-e forszolásmentes
bizonyítás is.
Stepra¯ns-szal [17] sikerült erősítenünk Komjáth eredményét, ugyanis megmutattuk, hogy van
ZFC ellenpélda is a fenti sejtésre. A másik irányban pedig azt igazoltuk, hogy konzisztens, hogy
a kontinuum nagy, és igaz a sejtés kontinuumnál kisebb számosságú rendezésekre.
Fontos kérdés, hogy mennyire függ ez a kérdéskör az X lengyel tértől. A [12] cikkben meg-
mutattam, hogy ha X és Y két nem megszámlálható σ-kompakt, vagy két nem σ-kompakt len-
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gyel tér, akkor pontosan ugyanazok a lineáris rendezések ágyazhatók be B1(X)-be mint B1(Y )-
ba. Megkérdeztem, hogy igaz-e ez akkor is, ha X nem megszámlálható σ-kompakt, Y pedig
nem σ-kompakt lengyel terek. Emellett azt is kérdeztem, hogy ugyanazok a lineáris rendezések
reprezentálhatóak-e Baire 1 függvényekkel, mint Baire 1 karakterisztikus függvényekkel. Vegyük
észre, hogy egy χA karakterisztikus függvény pontosan akkor Baire 1, ha A ∈ ∆02(X). To-
vábbá, χA <p χB ⇐⇒ A $ B, tehát a kérdés az, hogy L ↪→ (B1(X), <p)-ból következik-e
L ↪→ (∆02(X),$). Végezetül azt is megkérdeztem, hogy reprezentálható lineáris rendezések dup-
lázottjai és teljessé tételei is reprezentálhatóak-e, ahol L duplázottja L × {0, 1} a lexikografikus
rendezéssel.
A fejezet fő eredménye egy teljes megoldás az 1.1.1. Problémára. Következményként pedig az
összes fenti kérdést megválaszoljuk. A megoldás során egy univerzális Baire 1 rendezést konstruá-
lunk, azaz egy olyan reprezentálható lineáris rendezést, amelybe minden reprezentálható lineáris
rendezés beágyazható. Természetesen egy ilyen konstrukció csak akkor szolgáltat használható
karakterizációt, ha elegendően egyszerű szerkezetű. Ezt azzal támasztjuk alá, hogy segítségé-
vel megoldjuk az összes fenti problémát, és az ismert eredményekre (például Komjáth forszolást
használó bizonyítására) is új, egyszerűbb bizonyításokat adunk.
Az univerzális rendezést a következőképpen definiáljuk:
1.1.3.Definíció. Jelölje [0, 1]<ω1↘0 a [0, 1]-beli szigorúan fogyó, 0-ra végződő (transzfinit) sorozatok
halmazát. Legyenek x¯ = (xα)α≤ξ, x¯′ = (x′α)α≤ξ′ ∈ [0, 1]<ω1↘0 különbözőek, és legyen δ a minimális
rendszám, amelyre xδ 6= x′δ. Azt mondjuk, hogy
(xα)α≤ξ <altlex (x′α)α≤ξ′ ⇐⇒ (δ páros és xδ < x′δ) vagy (δ páratlan és xδ > x′δ).
Most már meg tudjuk fogalmazni a fejezet fő eredményét.
1.1.4.Tétel. Legyen X egy nem megszámlálható lengyel tér, (L,<) pedig egy lineárisan rendezett
halmaz. A következők ekvivalensek:
(1) (L,<) ↪→ (B1(X), <p),
(2) (L,<) ↪→ ([0, 1]<ω1↘0 , <altlex).
Valójában (B1(X), <p) és ([0, 1]<ω1↘0 , <altlex) kölcsönösen beágyazhatók egymásba.
Ennek a tételnek a segítségével minden B1(X) lineárisan rendezett részeiről szóló kérdés le-
fordítható egy végtelen kombinatorikai problémára. Ezen az úton könnyebb, új bizonyításokat
adtunk az összes ismert eredményre (beleértve egy forszolásmentes bizonyítást Komjáth tételére),
valamint megválaszoltuk az összes fent említett kérdést.
A fejezet eredményei és további részletek a [21] cikkben találhatóak.
1.2. Haar-null halmazok lengyel csoportokban
A lengyel csoportok az utóbbi időben központi szerepet töltenek be a leíró halmazelméletben.
Ennek a fejezetnek a témája a Lebesgue-null halmaz fogalmának egy általánosítása lengyel cso-
portokra.
Legyen G egy lengyel csoport, amiről az egyszerűség kedvéért feltesszük, hogy Abel. A cso-
portműveletet +, a neutrális elemet 0 jelöli. Birkhoff és Kakutani egy jól ismert eredménye, hogy
minden metrizálható csoporton van kompatibilis bal-invariáns metrika, ami Abel esetben termé-
szetesen kétoldali-invariáns. Az is jól ismert, hogy egy kétoldali-invariáns kompatibilis metrika
egy lengyel téren automatikusan teljes. Így rögzíthetünk G-n egy d teljes invariáns metrikát.
Ha G lokálisan kompakt, akkor létezik Haar-mérték G, azaz egy reguláris invariáns Borel-
mérték, ami véges a kompakt halmazokon, és pozitív a nemüres nyílt halmazokon. Ez a mérték
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(mely pozitív konstans szorzó erejéig egyértelmű) alapvető szerepet játszik a lokálisan kompakt
csoportok vizsgálatában. De sajnos jól ismert, hogy nem lokálisan kompakt csoportokon nincs
Haar-mérték. Azonban szerencsére a Haar-null halmaz fogalmának van egy nagyon szép általá-
nosítása. A következő definíció Christensentől származik [6]:
1.2.1. Definíció. Egy A ⊂ G halmazt Haar-nullnak nevezünk, ha létezik egy B ⊃ A Borel-
halmaz és egy µ valószínűségi Borel-mérték G-n úgy, hogy µ(B + g) = 0 minden g ∈ G-re.
Christensen megmutatta, hogy a Haar-null halmazok σ-ideált alkotnak, illetve, hogy lokálisan
kompakt esetben a Haar-null halmazok egybeesnek a Haar-mérték szerint nullmértékű halma-
zokkal. Az elmúlt két évtizedben ez a fogalom nagyon hasznosnak bizonyult kivételes halmazok
vizsgálatához olyan témákban mint az analízis, a funkcionálanalízis, a dinamikai rendszerek, a
geometriai mértékelmélet, a csoportelmélet és a leíró halmazelmélet.
Emiatt fontos megértenünk ennek a σ-ideálnak az alapvető tulajdonságait, például a Fubini-
tétel analógjait, az úgynevezett ccc-séget, és minden más hasonlóságot és különbséget a lokálisan
kompakt és az általános eset között.
Egy ilyen kérdésre példa a következő nagyon természetes probléma, ami Mycielski híres cik-
kében [46] az 1-es sorszámú probléma volt több, mint 25 évvel ezelőtt:
1.2.2.Kérdés. (J. Mycielski) Befedhető-e minden Haar-null halmaz Gδ Haar-null halmazzal?
Könnyű látni a regularitást használva, hogy a válasz igenlő a lokálisan kompakt esetben.
A fejezet első fő eredménye egy ellenpélda erre a kérdésre:
1.2.3. Tétel. Ha G egy nem lokálisan kompakt lengyel Abel csoport, akkor létezik egy B ⊂ G
(Borel) Haar-null hamaz, ami nem fedhető be Gδ Haar-null halmazzal.
Valójában Gδ helyett bármilyen magas Borel-osztály írható:
1.2.4.Tétel. Ha G egy nem lokálisan kompakt lengyel Abel csoport és 1 ≤ ξ < ω1, akkor létezik
egy B ⊂ G (Borel) Haar-null hamaz, ami nem fedhető be Π0ξ Haar-null halmazzal.
Könnyű következményként adódik a következő:
1.2.5.Következmény. Ha G egy nem lokálisan kompakt lengyel Abel csoport, akkor a Haar-null
halmazok σ-ideáljának additivitása ω1.
A következő kérdés megfogalmazásához szükségünk van a Haar-null fogalom egy módosított
formájára is. Számos szerző a B halmaz Borelsége helyett csupán univerzális mérhetőséget tesz
fel.
1.2.6.Definíció. Egy A ⊂ G halmazt általánosított Haar-nullnak nevezünk, ha létezik egy B ⊃
A univerzálisan mérhető halmaz és egy µ valószínűségi Borel-mérték G-n úgy, hogy µ(B+g) = 0
minden g ∈ G-re.
A legtöbb alkalmazásban A Borel, így a két fenti definíció ekvivalens. A következő kérdés
Fremlin híres problémalistájáról való [27]:
1.2.7.Kérdés. (D. H. Fremlin, Problem GP) Igaz-e, hogy minden általánosított Haar-null hal-
maz Haar-null?
Itt számos részeredmény ismert volt, melyek azt mutatták, hogy a negatív válasz konzisztens.
A fejezet második fő eredménye egy teljes (azaz ZFC-beli) válasz a problémára:
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1.2.8. Tétel. Nem minden általánosított Haar-null halmaz Haar-null. Pontosabban, ha G egy
nem lokálisan kompakt lengyel Abel csoport, akkor létezik egy koanalitikus P ⊂ G általánosított
Haar-null halmaz, amely nem Haar-null.
Mivel S. Solecki [49] belátta, hogy az analitikus általánosított Haar-null halmazok Haar-
nullák, az eredmény optimális.
A fejezet harmadik problémája szintén Fremlin listájáról származik. Az FC Probléma egyik
fele lényegében a következőt kérdezte:
1.2.9.Probléma. Elhagyható-e a B Borel-halmaz a Haar-null halmaz definíciójából?
Fremlin megjegyezte, hogy itt is konzisztens a negatív válasz. A fejezet harmadik fő ered-
ménye egy ZFC-beli ellenpélda konstrukciója R-ben, ahol meglepő módon a bizonyítás során
felbukkannak a fraktáldimenziók!
1.2.10. Tétel. Az 1.2.9. Problémára létezik ellenpélda R-ben, azaz van olyan X ⊂ R halmaz,
amelyre λ(X) > 0, de létezik egy µ valószínűségi Borel-mérték úgy, hogy µ(X + t) = 0 minden
t ∈ R-re.
A fejezet eredményei és további részletek a [22, 18] cikkekben találhatóak.
1.3. Rangok a Baire ξ függvényeken
Jól ismert, hogy egy f függvény pontosan akkor Baire 1, ha folytonos függvények pontonkénti
limesze, ekvivalensen, ha minden nyílt halmaz ősképe Fσ, ekvivalensen, ha minden nemüres zárt
halmazra megszorítva létezik relatív folytonossági pontja. A Baire 1 függvények vizsgálatának
alapvető eszközei a rangfüggvények, azaz olyan leképezések, amelyek megszámlálható rendszámo-
kat rendelnek a Baire 1 függvényekhez, ezzel tipikusan a bonyolultságukat leírva. A. S. Kechris és
A. Louveau, a leíró halmazelmélet talán legnagyobb élő alakjai [34] cikkükben kidolgozták három
alapvető fontosságú Baire 1 rang elméletét, melyeket α-val, β-val és γ-val jelöltek. A definíciók
hosszadalmasak és technikaiak, így itt csak annyit jegyzünk meg, hogy a Baire 1 függvények
három fenti definíciójából kaphatóak. Világos, hogy ezeknek a rangoknak nincs természetes ál-
talánosításuk a Baire ξ esetre.
Így a következő természetes, ám nem túl precíz kérdés vetődik fel:
1.3.1.Kérdés. Általánosítható-e Kechris és Louveau elmélete Baire ξ függvényekre?
Valójában ennek a kérdésnek egy teljesen precíz verzióját vetettük fel Laczkovich Miklóssal
[15]. Az eredeti motiváció a paradox geometriai átdarabolások elméletéből származott, ahol
kiderült, hogy bizonyos differencia-egyenletrendszerek megoldásainak regularitása játszik fontos
szerepet.
1.3.6. Definíció. Egy F függvényosztály megoldhatósági számossága az a legkisebb κ számos-
ság, amelyre teljesül, hogy ha egy differencia-egyenletrendszer minden κ-nál kisebb számosságú
részrendszerének van F -beli megoldása, akkor az egész rendszernek is van F -beli megoldása. Jele
sc(F).
További információért rangokról, megoldhatósági számosságokról, differencia-egyenletrend-
szerekről és paradox átdarabolásokról lásd a [15] cikket és az ottani referenciákat.
Az előző kérdés megválaszolásához az alábbi kérdésre volt szükség.
1.3.7.Kérdés. Általánosítható-e Kechris és Louveau elmélete a kompakt metrikus alapterek ese-
téről az általános lengyel alapterek esetére?
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Fejezetünk fő eredménye egy pozitív válasz ezekre a kérdésekre.
1.3.8.Tétel. Az 1.3.1. és az 1.3.7. Kérdésekre igenlő a válasz.
A bizonyítás a leíró halmazelmélet egyik leghatékonyabb, igen technikás eszközét, a topológia-
finomítások módszerét használja.
Ebből hosszadalmas, bár viszonylag egyszerű következményként válasz adódott egy [15]-ben
felvetett kérdésre.
1.3.9. Következmény. sc(Bξ) ≥ ω2, így a Kontinuum Hipotézis mellett sc(Bξ) = ω2 minden
2 ≤ ξ < ω1-re.
Emellett megvizsgáltuk azt a nagyon érdekes jelenséget is, hogy a természetesen adódó rang-
definíciók (pl. amik a kisebb Baire-osztályú függvények limeszeiből adódnak), meglepő módon
korlátosak ω1-ben!
A fejezet eredményei és további részletek a [14] cikkben találhatóak.
1.4. Ki tudjuk-e választani a Borel-burkokat monoton módon?
Jelölje N ,L,B és Gδ a Lebesgue-null, Lebesgue-mérhető, Borel és Gδ részhalmazait [0, 1]-nek.
Legyen λ(A) az A halmaz Lebesgue-mértéke, ha A nem mérhető, A Lebesgue-féle külső mértéke.
1.4.1. Definíció. Egy A ⊂ [0, 1] halmaznak egy H ⊂ [0, 1] halmaz egy burka, ha H ⊃ A és
λ(H) = λ(A).
A mérték regularitásából könnyen látható, hogy minden halmaznak van Borel, sőt Gδ burka.
Természetes kérdés, hogy „nagyobb halmazoknak nagyobb-e a burka”. (Az eredeti motivációt
lásd később.)
1.4.2. Definíció. Legyenek D,H ⊂ P([0, 1]) halmazosztályok (tipikusan D = N vagy L és
H = B vagy Gδ). Ha van egy olyan ϕ : D → H leképezés, amelyre
1. minden D ∈ D -re ϕ(D) egy burka D-nek,
2. minden D ⊂ D′ esetén ϕ(D) ⊂ ϕ(D′),
akkor azt mondjuk, hogy van monoton H-burok D-n.
A fejezetben a következő négy kérdést vizsgáljuk:
1.4.3.Kérdés. Legyen D = N vagy L és H = B vagy Gδ. Van-e monoton H-burok D-n?
A kérdések eredeti motivációja a következő kérdés volt:
1.4.4.Kérdés. (Gyenes Z. és Pálvölgyi D. [29]) Legyen C ⊂ L halmazok egy lánca, azaz tegyük
fel, hogy minden C,C ′ ∈ C-re C ⊂ C ′ vagy C ′ ⊂ C. Létezik-e monoton B vagy Gδ-burok C-n?
1.4.5.Megjegyzés. Emellett további motivációt jelent, hogy a kérdés nagyon szorosan kapcso-
lódik az úgynevezett liftingek elméletéhez is.
A következő két tétel kimondja, hogy a kérdés mind a négy verziója független ZFC-től.
1.4.6.Tétel. Van olyan modellje ZFC-nek, amelyben nincs monoton Borel-burok N -en.
1.4.7.Tétel. Van olyan modellje ZFC-nek, amelyben van monoton Gδ burok L-en.
A második eredményt és az első eredmény bizonyítását kombinálva kapjuk a következőt:
1.4.8.Következmény. Gyenes és Pálvölgyi kérdése is független ZFC-től.
Megemlítjük, hogy az eredményekben [0, 1] helyett írhatnánk Rn-et, vagy akár egy nem meg-
számlálható lengyel teret ellátva egy nemnulla σ-véges folytonos Borel-mértékkel.
Kiemelnénk, hogy ezt a kérdéskört S. Shelah, a legnagyobb élő halmazelmélész két cikkben
fejlesztette tovább [47, 25].
A fejezet eredményei és további részletek a [16] cikkben találhatóak.
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2. Halmazelmélet és Hausdorff-mértékek
A következő fejezetekben a halmazelmélet és az analízis közötti, az eddigiektől eltérő jellegű
kapcsolatokat mutatunk be.
2.1. Hausdorff-mértékek számosságinvariánsai
Az első probléma azt vizsgálja, hogy hogyan illeszkednek a Hausdorff-mértékek számosságin-
variánsai az úgynevezett Cichoń-diagramba. A diagram a halmazelmélet egyik legalapvetőbb
objektuma, lásd [2].
2.1.1.Definíció. Legyen 0 < r < n és
N rn = {H ⊂ Rn : Hr(H) = 0}.
D. H. Fremlin [26, 534B] igazolta, hogy a kép a következő. Egy κ → λ nyíl azt jelenti, hogy
κ ≤ λ.
cov(N ) → cov(N rn) → non(M) → cof(M) → cof(N rn) = cof(N )
↑ ↑x x b → d x x↑ ↑
add(N ) = add(N rn) → add(M) → cov(M) → non(N rn) → non(N )
Három nyíl (azaz egyenlőtlenség) kivételével mindegyikhez ismert volt, hogy található olyan
modellje ZFC-nek, amelyben az egyenlőtlenség szigorú (a N rn -t nem érintő egyenlőtlenségekhez
lásd [2], non(N rn) < non(N )-hez pedig lásd [48]).
D. H. Fremlin híres monográfiájában feltette a kérdést, hogy a fennmaradó három egyenlőt-
lenség egyike lehet-e szigorú.
2.1.2.Kérdés. [26, 534Z, Problem (a)] Igaz-e cov(N ) = cov(N rn) ZFC-ben?
Következő tételünkben forszolás segítségével adtuk meg a negatív választ.
2.1.3.Tétel. Van olyan modellje ZFC-nek, amelyben cov(N ) = ω1 és cov(N rn) = ω2.
A következő két tétel pedig teljessé teszi a képet azáltal, hogy az analóg eredményeket adja a
fennmaradó esetekre. A bizonyítások ismét forszolást használnak.
2.1.4.Tétel. Van olyan modellje ZFC-nek, amelyben cov(N rn) = ω1 és non(M) = ω2.
2.1.5.Tétel. Van olyan modellje ZFC-nek, amelyben cov(M) = ω1 és non(N rn) = ω2.
Alkalmazásként megválaszoljuk P. Humke és Laczkovich M. [31] egy kérdését. Sierpiński és
Erdős eredményein dolgozva a következő definíciót izolálták:
2.1.6.Definíció. Ha I egy σ-ideál R-en, akkor a következő állítást rövidítsük úgy, hogy
(∗)I ⇐⇒ ∃ egy rendezés R-en úgy, hogy minden valódi kezdőszelet I-beli.
Ezt a jelölést használva kérdésük a következő:
2.1.7.Kérdés. [31] Következik-e (∗)N -ből (∗)N 1/21 ?
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Megjegyezzük, hogy a válasz nyilvánvalóan pozitív bizonyos ZFC modellekben, mert például
a Kontinuum Hipotézis esetén van olyan rendezése R-nek, ami szerint minden valódi kezdőszelet
megszámlálható.
A következő könnyű észrevételekhez lásd [31]-t.
2.1.8.Állítás. add(I) = cov(I) =⇒ (∗)I =⇒ cov(I) ≤ non(I).
Tehát Humke és Laczkovich kérdéséhez elegendő pozitív választ adni a következőre:
2.1.9. Kérdés. Van-e olyan modellje ZFC-nek, amelyben add(N ) = cov(N ) és cov(N 1/21 ) >
non(N 1/21 )?
A válasz igenlő:
2.1.10. Tétel. Van olyan modellje ZFC-nek, amelyben add(N ) = cov(N ) és cov(N 1/21 ) >
non(N 1/21 ).
A fejezet eredményei és további részletek a [20] cikkben találhatóak.
2.2. Egy kompakt nullhalmaz, amelynek 2ω-nál kevesebb eltoltja fedheti
a számegyenest
Ebben a fejezetben a cov(N ) számosságinvariáns bizonyos változatait vizsgáljuk. Két természetes
módosítás merül fel, lásd [2, Chapter 2.6 és 2.7]. Az első cov∗(N ), azaz a legkisebb κ számosság,
amelyre R lefedhető egy alkalmas nullhalmaz κ eltoltjával. A második cov(cN ), azaz a legkisebb
κ számosság, amelyre R lefedhető κ darab kompakt nullhalmazzal. Ismert, hogy két alkalmas
modelljében ZFC-nek cov∗(N ) < 2ω, illetve cov(cN ) < 2ω.
G. Gruenhage tette fel a kérdést, hogy van-e olyan modell is, amelyben egyszerre teljesül a
két erősítés:
2.2.1.Kérdés. (G. Gruenhage) Van-e olyan modellje ZFC-nek, amelyben cov∗(cN ) < 2ω, azaz
R lefedhető egy alkalmas kompakt nullhalmaz kontinuumnál kevesebb eltoltjával?
A fejezet fő célja pozitív választ adni erre a kérdésre. Ehhez először meg kell oldanunk (ZFC-
ben) U. B. Darji és Keleti T. egy önmagában is érdekes kapcsolódó problémáját.
Megjegyezzük, hogy a Kontinuum Hipotézis feltételezése mellett kontinuumnál kevesebb null-
halmaz nem fedi a számegyenest, így bizonyos ZFC-modellekben nincsenek fenti típusú fedések.
A legérdekesebb kompakt nullhalmaz talán a Cantor-halmaz. Meglepő módon Gruenhage meg-
mutatta, hogy most nem segít, lásd [9]. A kérdéskör egy további motivációjához lásd [28].
Darji and Keleti [9] Gruenhage kérdésén dolgozva vezették be a következő definíciót:
2.2.2. Definíció. (Darji - Keleti) Legyen C ⊂ R tetszőleges. Egy P ⊂ R halmazt tanúnak
nevezünk C-hez, ha P nemüres perfekt, és (C + x) ∩ P minden valós x-re megszámlálható.
Nyilvánvaló (hiszen a nemüres perfekt halmazok kontinuum számosságúak), hogy ha egy C
halmazhoz létezik egy P tanú, akkor C-nek kontinuumnál kevesebb eltoltja nem tudja lefedni
P -t, így R-et sem. Gruenhage lényegében azt mutatta meg, hogy a Cantor-halmazhoz létezik
tanú. Darji és Keleti ezt erősítette a következőképpen. (A pakolási dimenzió definícióját lásd
[44, 24].)
2.2.3. Tétel. (Darji - Keleti) Ha C ⊂ R egy kompakt halmaz melynek pakolási dimenziójára
dimp(C) < 1 áll, akkor létezik tanú C-hez, így C-nek kontinuumnál kevesebb eltoltja nem fedi
R-et.
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Felvetették a következő kérdést, melyre egy pozitív válasz megoldaná Gruenhage kérdését is:
2.2.4.Kérdés. (Darji - Keleti) Van-e tanú minden C ⊂ R kompakt nullhalmazhoz?
Először erre a kérdésre válaszolunk. A következő halmaz viszonylag ismert a geometriai
mértékelméletben. Tudomásunk szerint először Erdős és Kakutani [23] vizsgálták.
2.2.5.Definíció. Legyen
CEK =
{ ∞∑
n=2
dn
n!
∣∣∣∣∣ ∀n dn ∈ {0, 1, . . . , n− 2}
}
.
A dn-ekre úgy gondolhatunk, mint számjegyekre egy „növekvő számrendszerben”. A szokásos
számrendszerekhez hasonlóan megszámlálható kivétellel minden x ∈ [0, 1]-nek van egy egyértelmű
felírása:
x =
∞∑
n=2
xn
n!
,
ahol xn ∈ {0, 1, . . . , n−1}minden n = 2, 3, . . . -ra. (A többi számnak két felírása van.) Nem nehéz
látni, hogy CEK egy kompakt nullhalmaz. Az is igaz, hogy pakolási és Hausdorff-dimenziója 1.
2.2.6.Tétel. CEK-nak nincs tanúja, azaz minden nemüres perfekt P ⊂ R halmazhoz van x ∈ R,
amelyre (CEK + x) ∩ P nem megszámlálható.
Ezt az eredményt, és halmazelméleti eszközként a szlalomok elméletét felhasználva megvála-
szoltuk Gruenhage kérdését is. Emlékeztetünk, hogy cof(N ) az egyik jól ismert számosságinva-
riáns, és hogy alkalmas ZFC-modellben cof(N ) < c.
2.2.7.Tétel. R lefedhető CEK cof(N ) darab eltoltjával, így van olyan modellje ZFC-nek, amely-
ben R lefedhető egy kompakt nullhalmaz kontinuumnál kevesebb eltoltjával.
Megjegyezzük, hogy R. D. Mauldin kérdezte, hogy a fentiekben pakolási dimenzió helyett
írhatunk-e Hausdorff-dimenziót. Módszereinket felhasználva Máthé A. [40] igazolta, hogy nem,
van 0 Hausdorff-dimenziós kompakt nullhalmaz, amelyhez nincs tanú, sőt, alkalmas ZFC-
modellben egy ilyen halmaz kontinuumnál kevesebb eltoltja fedheti R-et.
A lényeges áttörés az volt ezekben az eredményekben, hogy egy tisztán halmazelméleti jellegű
kérdésben fraktáldimenzió nyújtott segítséget!
A fejezet eredményei és további részletek a [19] cikkben találhatóak.
2.3. Izomorfak-e a Hausdorff-mértékek?
A következő problémát D. Preiss népszerűsítette, bár nem teljesen világos, hogy ki vetette fel
először. (Néha D. Preiss és B. Weiss neve alatt szerepel, és felbukkan a [7] problémalistán is.)
Rn Borel részhalmazainak σ-algebráját jelölje B. Két mértéktér egy izomorfizmusa egy olyan
f bijekció, amelyre f és f−1 is megőrzi a mérhető halmazokat és a mértéket.
2.3.1.Kérdés. Legyen 0 < d1 < d2 < n. Izomorfak-e az
(
Rn,B,Hd1) és (Rn,B,Hd2) mértékte-
rek?
Hasonlóan természetes kérdés, hogy van-e ilyen izomorfizmus, ha a Borel halmazokat
a Hausdorff-mértékek szerint mérhető halmazokkal helyettesítjük. Jelölje Md a (szokásos
Carathéodory-féle értelemben) Hd szerint mérhető halmazok σ-algebráját.
2.3.2. Kérdés. Legyen 0 < d1 < d2 < n. Izomorfak-e az
(
Rn,Md1 ,Hd1
)
és
(
Rn,Md2 ,Hd2
)
mértékterek?
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A fejezet fő eredménye egy pozitív válasz az utóbbi kérdésre a Kontinuum Hipotézis feltéte-
lezése mellett. (Megjegyezzük, hogy elegendő lenne add(N ) = 2ω feltételezése.)
2.3.3.Tétel. A Kontinuum Hipotézis feltételezése esetén minden 0 < d1 ≤ d2 < n-re izomorfak
az
(
Rn,Md1 ,Hd1
)
és
(
Rn,Md2 ,Hd2
)
mértékterek.
Nem tudjuk, hogy a Kontinuum Hipotézis elhagyható-e, S. Shelah és J. Stepra¯ns [48] egy
eredménye azt sugallja, hogy valószínűleg nem.
Megjegyezzük, hogy a 2.3.1. Kérdésre Máthé A. [41] adott negatív választ, először eredmé-
nyeinket használva d1 és d2 bizonyos értékeire, majd teljes általánosságban más módszerekkel.
A fejezet eredményei és további részletek a [11] cikkben találhatóak.
2.4. Függvények reguláris megszorításai
Ebben a fejezetben a következő, a 2.3.1 Kérdés által is motivált problémakört vizsgáljuk.
2.4.1.Kérdés. Található-e minden folytonos/Borel-mérhető/a (Baire-kategória értelemben) ge-
nerikus folytonos f : [0, 1] → R függvényhez egy pozitív Hausdorff-dimenziós halmaz, amelyre
megszorítva a függvény Lipschitz/Hölder/korlátos változású?
A témának komoly irodalma van, lásd pl. [4]. Könnyen látható, hogy ha minden Borel-
függvény megfelelő kitevővel Hölder-folytonos alkalmas nagy Hausdorff-dimenziós halmazon, ak-
kor negatív választ nyerünk a 2.3.1 Kérdésre. Az ellenkező irányban sikerült a következőt bizo-
nyítani.
2.4.2.Tétel. Legyen 0 < α ≤ 1. A generikus folytonos függvény nem α kitevővel Hölder-folytonos
semmilyen 1− α-nál nagyobb Hausdorff-dimenziós halmazon.
A következő változat azért igazán érdekes, mert Humke és Laczkovich [32] belátták, hogy van
olyan folytonos függvény (sőt, a generikus folytonos függvény ilyen), amely nem monoton pozitív
Hausdorff-dimenziós halmazon.
2.4.3. Tétel. A generikus folytonos függvény nem korlátos változású 1
2
-nél nagyobb Hausdorff-
dimenziós halmazon.
Máthé A. [42] igazolta, hogy mindkét eredmény éles!
A fejezet eredményei és további részletek a [11] cikkben találhatóak.
2.5. Borel-halmazok, amelyek nem pozitív σ-véges mértékűek semmi-
lyen eltolásinvariáns mértékre
A matematika számos ágában felbukkanó jelenség, hogy a „természetes” halmazokon vannak ter-
mészetes invariáns valószínűségi mértékek. Például az iterált függvényrendszerek vagy a konform
dinamikai rendszerek attraktorai, illetve az önhasonló halmazok általában el vannak látva egy
ilyen mértékkel, tipikusan egy Hausdorff-mértékkel. Sok esetben a halmazok nem korlátosak,
például periodikusak, így nem remélhetjük invariáns valószínűségi mérték létezését. Hasonlóan,
a Brown-mozgás pályáin sincsenek természetes valószínűségi mértékek. Ezekben az esetekben
a természetes elvárás egy olyan invariáns mérték létezése, amely pozitív és σ-véges a halma-
zon. És valóban, például a Brown-mozgás pályája 1-valószínűséggel pozitív σ-véges Hg-mértékű,
ahol g(t) = t2 log log 1
t
síkbeli pálya esetén, és g(t) = t2 log 1
t
log log log 1
t
legalább 3 dimenziós
Brown-mozgás esetén.
Természetesen vetődött fel a kérdés, hogy van-e valami általános elv ezen mértékek létezé-
se mögött. Például igaz-e, hogy Rn minden „elegendően reguláris” részhalmaza pozitív σ-véges
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Hg-mértékű valamely g súlyfüggvényre, vagy legalább egy invariáns Borel-mértékre nézve. Spe-
ciálisan R. D. Mauldin ([45, 8], részeredményekért és kapcsolódó eredményekért pedig lásd [5, 3])
kérdezte meg, hogy igaz-e ez egy nagyon jól ismert halmazra, a Liouville-számok halmazára:
2.5.1.Definíció.
L =
{
x ∈ R \Q : ∀n ∈ N ∃p, q ∈ N (q ≥ 2) úgy, hogy
∣∣∣∣x− pq
∣∣∣∣ < 1qn
}
.
2.5.2. Kérdés. (R. D. Mauldin) Létezik-e olyan eltolásinvariáns Borel-mérték R-en, amelyre
nézve a Liouville-számok halmaza pozitív és σ-véges mértékű?
Megjegyezzük, hogy nem követeljük meg, hogy a mértek az egész R-en σ-véges legyen. Nem
csak azért, mert a Hausdorff-mértékek általában nem ilyenek, hanem azért, mert ismert, hogy
egy eltolásinvariáns σ-véges Borel-mérték R-en a Lebesgue-mérték konstansszorosa.
Mivel negatív választ fogunk adni a kérdésre, bevezetünk egy definíciót:
2.5.3. Definíció. Egy nemüres B ⊂ R Borel-halmazt megmérhetetlennek nevezünk, ha nulla
vagy nem σ-véges mértékű a számegyenes minden eltolásinvariáns Borel-mértékére nézve.
A fejezet fő eredménye megválaszolja Mauldin kérdését:
2.5.4.Tétel. A Liouville-számok halmaza megmérhetetlen.
Emellett számos érdekes példát találtunk megmérhetetlen halmazokra. Ilyenek a normális
számok, a nem Besicovitch-Eggleston számok, BE(1, 0) (az egyik Besicovitch-Eggleston osztály),
stb. Azt is igazoltuk, hogy megmérhetetlen halmazoknak (trivialitásoktól eltekintve) bármi lehet
a Borel-osztálya, illetve a pakolási vagy Hausdorff-dimenziója.
Megjegyezzük, hogy nem halmazaink nagyon szabályos struktúrája az egyetlen nehézség.
A két cikk [39, 10] ami a korábbi két ismert patologikus példát tartalmazza megmérhetetlen
halmazokra, teljes egészében a konstrukciónak van szentelve.
Érdekesség, hogy ebben a fejezetben csupán a bizonyítások használnak halmazelméletet, ne-
vezetesen transzfinit rekurziót.
Nem meglepő módon Máthé A. [43] számos irányban továbbfejlesztette eredményeinket.
A fejezet eredményei és további részletek a [13] cikkben találhatóak.
2.6. Forszolások és ideálok homogenitása
Utolsó problémánk megfogalmazásához további definíciókra van szükség. Forszolással kapcsolatos
ismeretekért lásd [36, 33].
2.6.1.Definíció. Egy P kényszerképzet homogén, ha minden p ∈ P esetén P megszorítása p-re
(azaz {q ∈ P : q ≤ p}) forszolás ekvivalens P-vel.
J. Zapletal [50] monográfiájában a következő problémát veti fel:
2.6.2.Probléma. ([50, Question 7.1.3.]) „Bizonyítsuk be, hogy valamely, a könyvben említett
forszolás nem homogén!”
Valójában mi a következő nagyon szorosan kapcsolódó definícióval foguk dolgozni, lásd [50,
Definition 2.3.7.]:
2.6.3.Definíció. Egy I σ-ideál egyX lengyel téren homogén, ha minden B ⊂ X Borel-halmazhoz
létezik egy f : X → B Borel-függvény úgy, hogy f−1(I) ∈ I minden I ∈ I esetén.
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Zapletal megjegyzi, hogy „Minden esetben, amellyel a könyvben találkozunk, a forszolás és a
hozzá tartozó ideál homogenitása együtt jár”.
A fejezet fő célja megmutatni, hogy egy érdekes, a könyvben említett ideál nem homogén.
Ehhez vezessük be Rn σ-véges r-dimenziós Hausdorff-mértékű halmazainak σ-ideálját:
2.6.4.Definíció.
Irn,σ−fin = {H ⊂ Rn : ∃Hk ⊂ Rn, ∪k∈NHk = H, Hr(Hk) <∞ minden k ∈ N-ra}.
2.6.5.Tétel. Az Irn,σ−fin σ-ideál nem homogén.
A bizonyítás Máthé A. egy Hausdorff-dimenziók nem növekedéséről szóló tételének meglepően
egyszerű alkalmazása. Minden bizonnyal azért nem találtak rá ezelőtt, mert kevesen gondolnák,
hogy egy forszolástechnikai kérdésre a fraktáldimenziók segítenek választ adni!
A fejezet eredményei és további részletek a [20] cikkben találhatóak.
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